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Lösung Untersuchung der Fläche unter f(t) = t² im Intervall [0;x] 

Gruppe 1: Untersummen:  

     

Unterteilen Sie das Intervall [0;x] in n Teile, also jeder Abschnitt ist 
𝑥

𝑛
 lang! 

Untersumme:   

Un = 0 ∙
𝑥

𝑛
 + f(

𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + f(

2𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + f(

3𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + f(

4𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + …… + f(

(𝑛−2)∙𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
   + f(

(𝑛−1)∙𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 

=  0 + (
𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + (

2𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + (

3𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + …… + (

(𝑛−2)∙𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + (

(𝑛−1)∙𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 

= (
𝑥

𝑛
)

3
∙  (1 + 2² + 3² + ….. + (n-2)² + (n-1)²)    (

𝑥

𝑛
)

3
ausklammern 

=  (
𝑥

𝑛
)

3
∙ 

1

6
∙ (n−1) ∙ n ∙ (2n−1)    1²+2²+3² + … +(n−1)² = 

1

6
∙ (n−1) ∙ n ∙ (2n−1) 

=  
 𝑥3

6
 ∙ 

𝑛−1

𝑛
∙

𝑛

𝑛
∙

2𝑛−1

𝑛
    durch n teilen             

= 
 𝑥3

6
 ∙ (1 −

1

𝑛
 ) ∙ 1 ∙ (2−

1

𝑛
)   für n → ∞     

                   1                      2 

Zusammenfassung: 

lim
𝑛→∞

𝑈𝑛  =   
 𝑥3

6
  ∙ 2   = 

 𝑥3

3
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Untersuchung der Fläche unter f(t) = t² im Intervall [0;x] 

Gruppe 2: Obersummen: 

  
Unterteilen Sie das Intervall [0;x] in n Teile, also jeder Abschnitt ist __________ lang! 

Obersumme: On =+ f(
𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + f(

2𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + f(

3𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + f(

4𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 + …… + f(

(𝑛−1)∙𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
   + f(

𝑛∙𝑥

𝑛
)  ∙

𝑥

 𝑛
 

= (
𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + (

2𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + (

3𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + …… + (

(𝑛−1)∙𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 + (

𝑛∙𝑥

𝑛
)

2
∙

𝑥

 𝑛
 

= (
𝑥

𝑛
)

3
∙  (1 + 2² + 3² + ….. + (n-1)² + (n)²) 

= (
𝑥

𝑛
)

3
∙   

1

6
  n ∙ (n+1) ∙ (2n+1)     1²+2²+3² + … +(n)² = 

1

6
 ∙ n∙ (n+1) ∙ (2n+1) 

=  
 𝑥3

6
 ∙ 

𝑛

𝑛
∙

𝑛+1

𝑛
∙

2𝑛+1

𝑛
 

= 
 𝑥3

6
 ∙ 1 ∙ (1 +

1
𝑛

) ∙ (2+
1

𝑛
)   für n → ∞ 

                          1               2 

Zusammenfassung: 

lim
𝑛→∞

𝑂𝑛 = 
 𝑥3

6
  ∙ 2   = 

 𝑥3

3
               

 


