Losungen zw denw Ubungen fiur deww 1. Teil des Abiturs ohune Tascherwechner:
Analysis

Teil I: ganzrationale Funktionen

Aufgabe

Losung

1. Die Funktion f ist gegeben durch die Gleichung f(x) = x> — 6x!

a. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f!

b. Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die im Intervall [1; 4]
zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse liegt.

c. Der Graph der Funktion g geht durch die Verschiebung aus dem
Graphen f um 4 nach rechts hervor. Geben Sie einen geeigneten
Funktionsterm der Funktion g an. Vereinfachen Sie diesen Term
anschlieRend.

d. Berechnen Sie das Intervall, in dem f(x) < 40 ist!

a. x> —6x=0%x"(x—6)
b. A= |f4(x2 —6x)dx| =

c. g(x)=
d. f(x)

=0~ x=0vx=6

[lx3 — 3x2]:

|1 £-3-4-(G13-312)]

| —48 -2+ 3| - |? . 45| = |21 — 45|=|—24] = 24

(x—4)2 —6 - (x—4) = x* —8x + 16—6X + 24 = x*—14x + 40
=40 & x2—6x=40 x> —6x—-40=0

/() —(~40) =3 +49=3+7

& x9=—4vx,=10 (und f(0) = 0< 40)
Das gesuchte Intervall ist [—4; 10].
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2. Die Funktion f ist gegeben durch die Gleichung f(x) = 2x? + 4x—48!
a. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f!
(Zur Kontrolle: x= —6 und x = 4)
b. Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die im Intervall [-2; 0]
zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse liegt.
c. Begriinden Sie, welcher der folgenden Terme die Flache zwischen

f(x) und der x-Achse im Intervall [3;5] beschreibt.
i A=[S f(x)dx i, A= |7 fOo)dx]
ii. A= f:f(x)dx + fff(x)dx iv. A= |f34f(x)dx| + |f45 f(x)dx|
v. A= |f34f(x)dx + f45f(x)dx|

a. 22 +4x—48=0 x*+2x—-24=0

Gx,=—24 /() —(-24)=-14+v25=—145

& x1=—6vxy=4

b. A=|[%,@x* + 4x —48)dx|= |Ex3 +2x2 — 48x](i2

=|o-¢ (-2*+2-(-2)2 - 48 (-2))|
=|0— (-2 +8+96)|= |22 - 104] = |22 - T2 - 25| = 22
C. iv.istrichtig, we|I es innerhalb des Integrals eine Nullstelle gibt und die

Integrale daher einzeln berechnet werden missen, da eines der beiden
Integrale negativ ware.
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3. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x* — 4x!

Zeigen Sie, dass f' (—2) = —36.

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen f an
der Stelle x = —2!

Prifen Sie, ob eine Tangente an f existiert, die parallel zur Geraden
g mit g(x) = 104x + 6 verlauft und berechnen Sie gegebenenfalls
den x-Wert!

Zeigen Sie, dass f(x) in P(1/—3) einen Tiefpunkt hat. Begriinden Sie,
dass es sich um einen absoluten Tiefpunkt handelt.

a. f(x) =43 —4 f(—2)=4-(—2)—4=—-32—4= —36

b. f(—2)=(—-2)*-4-(-2)=16+8=24
m=-—36 t(x) = —36x+b
P(—2/24) einsetzen: 24 = =36 (—2)+b<®> 24 =72 +b = b= —48
t(x) = —36x-48

c. f(x)=104 < 4x3 —4=104 & 43 =108 = x3=27 &> x=3/27=3
Fir x = 3 existiert eine Tangente an f, die parallel zu g verlauft.

d f(x)=4x3—-4=0&x3=1Ex=1
f“(x) =12x* f“(1)=12>0=>TP
f(1)=1—4=—3
Da die Zahl vor x* positiv ist (ndmlich 1), gilt: xl_i)r+noof(x) = oo, Daher

gibt es keinen tiefergelegenen Punkt als der gesuchte.

. Gegeben sind die Funktionen g und h durch die Gleichungen
g (x) = 2x3—4x%—6 und h(x) = x3>—5x>—6.
Zeigen Sie, dass sich die Graphen g und h nur fir x=—1undx=0
schneiden.
Berechnen Sie die Flache, die die Graphen g und h einschlielRen!

a. g(x) =f(x) ®2x*—4x*—6 = x3*—5x*—6 /—x3 /+5x* /+6
X +x2=0
X (x+1)=0& x=0vx=—1

[ 42 |- o -bl-- 1+
b. |f_1(x + x2)dx |4x +3%° 0-G-3) 213
3
_+i=|i=l
12" 12l |12l T 12

Gegeben sind ganzrationale Funktionen dritten Grades.

Eine ganzrationale Funktion dritten Grades verlauft durch die
Punkte P(—1/4) und Q(3/—16) und hat im Punkt R (2/—23) einen
Extrempunkt. Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf, mit
dem die Gleichung der Funktion bestimmt werden kann.

a. f(x)=ax®+bx*+cx+d f(x) =3ax?+ 2bx + ¢
P(—1/4): —a+b —c+d=4
Q(3/—16):27a+9b +3c+d=—16
R(2/—23):8a+4b+2c+d=-23
f(2)=0:12a+4b+c=0
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Eine ganzrationale Funktion dritten Grades hat die Nullstellen
x=—2und x =1 und x =4. Bestimmen Sie eine entsprechende
Funktionsgleichung und begriinden Sie, warum es mehrere
passende Funktionsgleichungen gibt!

b. f(x) =(x+2) - (x—1) - (x—4)
Jede Funktionsgleichung der Form f(x) =a - (x + 2) - (x—1) - (x—4), a€E R,
wirde die Voraussetzung erfillen.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x3 + 2x? — 8x.

Bestimmen Sie die Nullstellen und geben Sie den Bereich an, in
denen der Graph von f im Intervall [—4; 2] oberhalb der x-Achse
verlauft. (Zur Kontrolle: x=—4,x =0 und x = 2)

Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die im Intervall [—1; 1]
zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse liegt.

a. X+2x2—8x=0@x-(X®*+2x —8)=0= x=0vx?+2x—8=0
2 2\2
<3=>x=0vx1,2=—5i (E) - (—8)

& x=0v x1,2=—1i\/_=—1i3 & x=0vx= —4vx=2
X € [—4;0]: f(—1) =9 also f(x) >0 in [—4; 0]

x € [0; 2]: f(1) = =5 also f(x) > 0in[0; 2]:

Der Graph liegt fliir —4 < x <0 oberhalb der x-Achse.

b. f_ol(x3 + 2x?% — 8x)dx + |f01(x3 + 2x% — 8x)dx|

0 1

=[1x4+3x3—4x2 + |[lx4+3x3—4x2] |

4 3 -1 4 3 0
=0-CG-2-m+|2+2-4- 0

4 3 4 3

3 8 48 8 48 53

Rt Rtk e B

12 12 12 12 12

37| 53 37 90 15
121 T 12 12

=——=—= 7'5
12 12 12 2

. Gegeben sind die Funktionen f(x) = x> —4x? + 20

und g(x) = 2x? + x—10.

Zeigen Sie, dass sich die Funktioneninx=—2,x=3 undx=5
schneiden.

Stellen Sie den Term auf, der den Flacheninhalt der von den
Graphen von f und g eingeschlossenen Flache beschreibt. Bilden
Sie anschlieBend die entsprechende Stammfunktion. (Hinweis: Sie
miissen den Term nicht weiter berechnen!)

a. f(—2)=—8-16+20=—4 g(—2)=8—2—10=—4
f(3)=27-36+20=11  g(3)=18+3—10=11
f(5) = 125—100+20 =45 g(5) =50 +5—10=45

b. A= [2,(f(0) — g()dx + [ (g(x) — f(x))dx
foder: A =|[,(f(x) — gG))dx| + | [ (FG0) — g(x))dx|
oder: A = f_32(f(x) — g(x))dx+ f35(f(x) — g(x))dxl ]
= f_g’z(x3 —6x%2 —x + 30)dx + f35(—x3 + 6x% 4+ x — 30)dx

3 5

=[lx4—2x3—lx2+30x] + —lx4+2x3+lx2—30x]
4 2 2 L 4 2 3
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c. Berechnen Sie den Wert x, in dem der Graph von f(x) die geringste

Steigung hat.

d. Berechnen Sie die lokale Extremstelle von g(x).

\ | /

A\

\

\
\

c. f(x)=3x*—8x f“(x)=6x—8 f“(x) =6

f(x) =0 < 6x = 8 ¢>x=§=§
f”’(g) =6 >0 => minimale Steigung

fhatinx= %die geringste Steigung.

g'x)=4 g"(— i) =4>0=>TP

ghatinx=— % einen Tiefpunkt.

. g'(x)=4x+1 g'(X)=0¢>4X=—1¢>x=_i

8. Gegeben ist die Funktion f(x).
Skizzieren Sie die Ableitungsfunktion f‘(x).
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