Zuwsaummenfassung der wichligsten Begriffe der linearen Algebra

aq bl
1. Vektoren d = (Clz) und b = <b2>
as b3

Begriff Definition Beispiel

Vektor Ein Vektor gibt eine Verschiebung an. Graphisch
ist ein Vektor eine Menge von Pfeilen, die gleich | 8 ) ) o )
lang und parallel sind und in die gleiche a= (Z) bedeutet eine Verschiebung um 8 in Richtung x;-Achse, um 2 in
Richtung zeigen. Richtung x,-Achse und um 6 in Richtung x;-Achse.

Ein Vektor hat 3 Koordinaten, die als Spalte
geschrieben werden.

Ortsvektor Ein Vektor, der den Nullpunkt mit dem Punkt A 8
verbindet. A(8/2/6) hat den Ortsvektor a = | 2
6
Gegenvektor Die Vektoren a und b heilen Gegenvektoren, 8 8
wenn a = —h. R B
. . I =|( 2 |hatden Gegenvektor | —2
Graphisch bedeutet das der gleiche Pfeil in ¢ (—6> g ( 6 )

umgekehrter Richtung.

Addition und Subtraktion von a; b; a; + b, 3 4 7
Vektoren <a2> + (bz) = <a2 + bz) =5])+|1)=(—-4
as b3 as + b3 2 3 5
a1 b1 al — bl 3 4 —1
_ _ _ 5] —(1]=(—-6
az b, |={a; — b,
as b3 a3 — b3 4 3 2

Multiplikation eines Vektors a1 rea; 4 8
mit einer Zahl r-{4)=({7-a 2-11]=(2
L 3 6

as as
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Kollineariat von 2 Vektoren

Es existiert eine reelle Zahl r, sodass:

a, by
as b3

8 4 8 4
2 |und | 1 ] sind kollinear, weil: {2 |]=2-(1
6 3 6 3

Lange/ Betrag eines Vektors al=Ja.2 + a,2 + a2 4
al=Va,® + ;" +ay i=|-4 ld| = /4% + (—4)2 + 22=/36 = 6
2
. . End 4
Einheitsvektor o % 4 (_4) 4
|al i=|[-4 to=—2l =1 _4
Der Einheitsvektor hat die Lange 1. 2 V4E+(-4)2+22 6 2
Skalarprodukt L (M /b 6 A
a-b= <a2) . <b2> = a,b; + ayb, + azhs da=| 4 | und b= 6 ]sind orthogonal, denn:
as b3 -2 0

G-b=6-3+4-6+(—2)-0=32

Orthogonaliat

Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn ihr
Skalarprodukt O ist.

ZHE

G-b=26+(-1)-4+4-(-2)=12-4—8=0

Winkel zwischen 2 Vektoren

—

a-b
lal - |b]
Bei der Berechnung wird immer der kleinere
Winkel berechnet.

cos(a) =

SR

cos(a) _ 2:6+4:2+49 _ 56 _ E
\/22+42+42. \/62+22+92 V36-4/121 66

S as= cos'l(%) ~ 31,95
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2. Geraden

Geradengleichung

-

g X=da+r- b, r € R, @ heift Stiitzvektor und b heilt Richtungsvektor.

Es gibt unendlich viele Gleichungen fiir eine Gerade.

g xX=

) ()

Aufstellen einer
Geradengleichung aus 2
Punkten Aund B

g:f=ﬁ+r-ﬁ,r€ﬂ%
oderg:#=0B +r-AB
oderg:¥=A+r-BA

oderg:¥=0B +r-BA

A(2/3/-5) und B(—7/5/9)
(7 2 -9
() -C)(G)
9 -5 14
2 -9
) (2)
-5 14

g:xX=

Punktprobe: Liegt ein
Punkt auf einer
Geraden?

Man setzt den Ortsvektor des Punktes mit der Geradengleichung
gleich und |6st das lineare Gleichungssystem mit 3 Gleichungen
und einer Unbekannten. Wenn es |6sbar ist, liegt der Punkt auf der

Geraden, sonst nicht.

2 -1
P(—1/—2/14)und g: ¥ = (—4) +r: ( 2 )
5 3

-1 2 -1 -1=2-r 3=r
=2 )=|—-4]+r| 2 |S|-2=—4+2r|=|1l=T1
14 5 3 14 =5+3r 3=r

Der Punkt P liegt nicht auf der Geraden g.

Lage zwischen 2
Geraden

g x=d+r-u h:X=b+s-D

1. Die Geraden sind parallel.

2. Die Geraden sind identisch.
3. Die Geraden sind windschief.
4

Die Geraden schneiden sich.

1. Die Geraden sind parallel:

2 2 2 -1
g xX= 3)+r- —8 |undh: X = 2)+s- 4
1 6 2 -3

Die Richtungsvektoren sind kollinear, d.h. die Geraden sind parallel
oder identisch. Punktprobe: Liegt P(2/3/1) auf h?

-0 (- (2

= S= (1)'25 d.h. P liegt nicht auf h

s==
3

Die Geraden sind parallel.
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Untersuchung der Richtungsvektoren

2 und U sind 1 und ¥ sind nicht
kollinear kollinear
Punktprobe LGS aufstellen

!—l—\

!—I—l

der Punkt liegt .
nicht auf der der Punk liegt auf 1 Lésung keine Lésung
der Geraden
Geraden
die Geraden die Geraden die Geraden die Geraden
sind parallel sind identisch schneiden sich sind windschief

2. Die Geraden sind identisch:

1 -2 -5 8
g:£:<2)+r-(—1>undh:5c’= (—1>+s-< 4 )
1 3 10 —-12

Die Richtungsvektoren sind kollinear, d.h. die Geraden sind parallel
oder identisch. Punktprobe: Liegt P(1/2/3) auf h?

()G (-

6 8 s=0,75
¢><3>=s-< 4 >=>s=0,75
-9 —-12 s =0,75

Die Geraden sind identisch.

d.h. Pliegtaufh

3. Die Geraden sind windschief:

5 1 2 -3
g:5c'=<4>+r-<1,5>undh:5c’= <6>+s-<—4>
11 2 2 =5
Die Richtungsvektoren sind nicht kollinear.
5 1 2 -3 2
(1) (5)-(0) () (o)
11 2 2 =5 2
3 1 -3
*(3)e ) )
9 2 -5

34+r=-3s 3:520
& |-24+1,5r = 45| & r=-=
9+2r=-5s 9+ 2r=-5s

Uberpriifenin lll: 9 +2 - (— ?) =-5:3& _TB = —15 ist
offensichtlich falsch.
Die Geraden sind windschief.
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4. Die Geraden schneiden sich:

o) (3
(-3
(3 ()

8+ 2r =3s 84+ 2r=3s| I
L |-7+r=—4s[C. S| r=-1 |I
l1-r=s 2=s 111

Uberpriifeninl: 8+2:(—1)=3-26=6

-1 3 5
Berechnung des Schnittpunktes: § = ( 2 ) +2- (—4) = <—6>

5 1 7
Die Geraden schneiden sich in S(5/—6/7).

schneidenden Geraden -3 4 -3 2

Winkel zwischen 2 sich | Man berechnet den Winkel zwischen den beiden Richtungsvektoren. 2 2 2 6
g x= +r und h: x'= +s-
6 4 6 9

cos(a) _ 2:6+4:2+49 _ 56 _ E
\/22+42+4—Z'\/62+22+92 Vv36:4121 66

S a= cos'l(z) =~ 31,95
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3. Ebenen

Ebenengleichung

EEX=d+r-u+sv

a heiBt Stiitzvektor und % und ¥ heiRen Spannvektoren.

Es gibt unendlich viele Gleichungen fiir eine Ebene.

2
E:5c’=<5
—4

)

-0

13

Aufstellen einer
Ebenengleichung

e aus 3 Punkten A, Bund C:
E:%=04 +r-AB+s-BC

gX¥=d+r-u h:®=b+s-D PunktP

e aus 2 parallelen Geraden g und h:
E:X=d+r-i+s-AB

e aus sich schneidenden Geraden g und h:
E:X=d+r-u+s-v

e aus einer Geraden g und einem Punkt P:

E:¥=d+r-i+s-AP

(Das sind Beispiele, es gibt natiirlich noch andere
Moglichkeiten)

e 3 Punkte A(2/5/—4), B(4/—1/9) und C(—3/—6/8)

« ()

2
E:f=<5
—4

_. (0
AB = <
1

e sich schneidende Geraden g: X = (

(1))

7
E:f=<—5
6

)+

)+

) el

8

) =)
)

e parallele Geraden g: ¥ = 3 +re (

(3)-5)

ren =)+ (1)

0
+s- ( 1)
1
7 2
5)+r- (1)
6 1

e Gerade g: X = (—5) +r- < 1 ) und Punkt P(2/5/6)
-1

6

) o

2 -6
1>+S'<10
-1 0

)

Punktprobe: Liegt ein
Punkt auf einer Ebene?

Man setzt den Ortsvektor des Punktes mit der
Ebenengleichung gleich und 16st das lineare
Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und einer
Unbekannten. Wenn es |6sbar ist, liegt der Punkt in
der Ebene, sonst nicht.

(L)

1
( 1 ) und P(1/4/-7)
-3
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0=-2s+t s=1

S 3=s5s+t |©.9 t=2 Uberprifunginlll: =9 = =3 — 6
—-9=-3s—3t -9=-3s5-3t

P liegtin E.

Lage zwischen Gerade
und Ebene

e schneiden sich in einem Punkt

e sind parallel

e die Gerade liegt in der Ebene

LGS mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten

eine Losung

unendlich viele Losungen

keine Losung

Die Gerade durchstéRt
die Ebene.

Die Gerade liegt in der
Ebene.

Die Gerade verlauft

parallel zur Ebene.

1. Gerade und Ebene schneiden sich in einem Punkt:

2 2 1 -2 1
g:f=<—2>+r-(—5) undE:f=(1>+S'(1>+ t-(l)
1 5 2 -3 -3

a. gleichsetzen:

(5 B @
or (3B

—5r—s—t=3
50r+3s+3t=1

& & r=-1,s=1,t=1(mit TR oder Gaussverfahren)

b. Den Wertin die Gerade einsetzen (oder die beiden Werte in die Ebene):

(e ()1

g und E schneiden sich im Punkt P(0/3/—4)

2. Gerade und Ebene sind parallel:

2 -1 1 -2 1
g:f=<—2)+r-<2>undE:f=<1)+s-<1)+ t-(l)
1 —6 2 -3 -3

a. Gleichsetzen:
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ER GG
o) (0

—-r+2s—t=-1
2r—s—t=3
—6r+3s+3t=1

e & keine Losung

g und E sind parallel

3. Gerade liegtin der Ebene:

0 -1 1 -2 1
gx=| 3 |+7r-[ 2 JundE:X=({1]+s-[ 1 |+ ¢t 1

—4 —6 2 -3 -3
a. Gleichsetzen

(3 B0 (L2
er (e G

—r+2s—t=1
&S| 2r—s—t=-2 [ co-viele Lésungen
—6r+3s+3t=6
g liegtinE
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